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0. INTRODUCTION AND RAPPELS 
DANS TOUT ce qui suivra on utilisera le mot “forme” pour forme diffkrentielle indkfiniment 
diffkrentiable. Si rp : M + N est une application holomorphe entre deux variktb analytiques 
complexes, et Y une forme sur N, on designera par q*(Y) son image rkiproque sur M. 
Cette transformation envoie (p, q)-formes sur (p, q)-formes et commute aux opkrateurs 
a(sur M et N) ce qui permet par “passage au quotient” de dt5finir une II&he @-link&e entre 
les groupes de cohomologie de Dolbeault: H*(q): Hq(N, Cl;) + Hq(M, Q”,). 
Soient maintenant M une variktt: analytique complexe compacte et G un groupe de Lie 
complexe agissant holomorphiquement $ gauche sur M (On entendra par l& non seulement 
que G agit sur M par des transformations holomorphes, mais aussi que l’application 
G x M 3 (g, m) H gm E M est holomorphe). Dans tout ce qui suit nous ferons souvent usage 
de la notation abrtgke (et lkgbrement abusive) suivante: 
NOTATION 0. Pour g fixt: dans G, on dksignera souvent simplement par g la translation 
B gauche par g, i.e. la transformation M 3 m H gm E M. Si 4 : A + M est une application, g4 
dbsignera l’application A 3a H g4(a); si, de surcroit, f: A + G est une application, on 
dksignera simplement par f$ : A + M, la transformation a of&). 
Si g E G, et que ‘4P.q (resp. qppq) est une forme sur M (resp. une classe de Dolbeault dans 
Hq(M, nP)), on dbignera par y(g)YpVq (resp. y(g)9p*q) les quantitts (g- l)*Yp,q (resp. 
H*(g-‘)\kp*q). Dans un cas comme dans l’autre, on a Cvidemment: y(gIg2) = y(g1)y(g2). 
En fonction du contexte, on considkrera done y, tant6t comme comme une reprksentation 
C-linkaire du groupe de Lie r6el sow-jucent zi G dans l’espace de Frkchet des formes, tantGt 
comme une reprksentationt @-linkaire de groupe de Lie rCe1 sous-jacent dans la cohomolo- 
gie de Dolbeault Hq(M, W’) qu’on appelera alors reprksentution induite$ et qui sera notre 
objet d’ktude. Dans les deux situations, on dksignera par y* les reprksentations de l’algkbre 
de Lie rdelle g qui s’en dkduisent par diffkrentiation, et qui, dans le deuxikme cas sera dite 
encore induite (sous-entendu sur la cohomologie de Dolbeault). 
En dkrivant la transformation m H gm en un point m E M, on obtient une application 
linkaire T,,,(M) 3 X H g* . X E TB,(M). Avec cette notation, et si Y est une forme, on obtient 
la formule: 
Crk#wx,, . . ..X.) = W,‘&, . ..&‘XJ 
-tt;:h est un recouvrement de Stein-Leray de M et que ikp.q E H@(M, np) est reprksentt par un q-cocycle de 
E H’(U.,n ... nU.(, BP), y(g)‘%‘P.4 est reprkntte 
W) da% 1”,’ recouvrement de Stein-Leray (gu,),,“. 
par le qcocycle y(g)c,...mq E Hq(gU,,n ... ngU,, 
$ On a 18 une homonymie malheureuse: Ces reprbentations induites ne sont kvidemment pas les memes que c&es 
disigntes par ce terme en analyse harmonique. 
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qui o&e l’avantage, si Y nest definie que sur un ouvert U de M, de pouvoir definir y(g)Y 
comme forme sur gU. On rappelle enfin que l’algtbre de Lie rtelle g de G possede un 
optrateur J de multiplication complexe (J’ = -Id,) qui en fait une algebre de Lie com- 
plexe. 
Soit II E g, on d&nit: 
(1) La representation liniaire y* de l’algebre de Lie rdelle g dans l’espace de Frechet des 
r-formes differentiables par la formule explicite: 
r,(u)Y = [f y(exptu)Y],=O 
(2) L’oppose Us du champ de Killing par la formule U&I) = (d/dt) [exp( - tu)m],=o. 
Alors: 
CUY, vhf1 = cw VIM, w v E 9 
(J& = Juy (Multiplication complexe sur TM) (1) 
y,(u)Y = _ZZU,Y (dtrivee de Lie). 
La transformation g3u H uM E H”(M, TM) se prolonge naturellement en g @I @ + 
H”(M, TM @ @). En dtcomposant suivant les types on a les formules suivantes dont on 
dira respectivement qu’elles ont (cf. [S, p. 7091) la premi2re identitk de Carrell-Liebermann 
et sa conjugute: 
ai(u&O) + i(uhO)ZJ = 0, f?i(u,$l) + i(u$‘)a = 0. (2) 
En btendant naturellement, par @-linearitt, les operateurs de derivation de Lie et de 
produit interieur, les formules qui precedent permettent de deduire celles qui suivent 
immediatement: 
) + i(u$‘)a (3) 
on obtient y,(u) = ZU;o + 6po;l; dotit 
PROPOSITION 1. Si Ypvq, &fermbe reprksente \kp*q E Hq(M, QP), alors: 
0) r,(uW*q est rep&sent&e par _!ZQ;Yp*q. 
(ii) y* est une reprksentation d’algtbre de Lie complexe 
(iii) y est une reprt%entation holomorphe de G dans Hq(M, Qp). 
Demonstration: (ii) montre que (iii) est deja vrai pour la composante connexe Go de G, 
ce qui suffit a le montrer en toute generalite. 
Toujours dans ce contexte les classes de i(u$“)Yp*q et de aYp*q ne dependent que de 
Qpsq et on note encore i(uk’): Hq(M, fip) + Hq(M, RP-‘), a: Hq(M, fip) + Hq(M, np+l) 
les fleches qui s’en deduisent. La representation d’algebre de Lie complexe y* de g dans 
Hq(M, ap) est alors don&e par la formule: 
y,(u) = ai + i(& (4) 
t La demonstration est Bvidemment immediate mais, curieusement, ce rksultat (et notamment le (iii)) ne semble 
jamais avoir ttb tnonck en tome generalid (Si ce n’est trbs rkemment cf. [20] par un argument plus bref mais qui 
utilise les suites spectrales de Leray et le theorkne A de Stein) mais seulement dans des cas particuliers et par des 
arguments pkcifiques. 
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Rappelons l’existence dune suite spectrale (cf. [8, p. 4433) dite de Friihlicher, d’aboutis- 
sement la cohomologie de de Rham et de premier terme Eqsq = Hq(M, W’). La definition 
meme, donnte dans [8], dscette suite spectrale, comme celle naturellement associee a un 
double complexe, permet de voir (cf. [8, p. 443-4441) que a n’est rien d’autre que la premiere 
differentielle d1 de la suite spectrale de Friihlicher, d’oti 
PROPOSITION 2. Si la premi&e di@rentielle dI de la suite spectrale de Friihlicher de M est 
nulle, toute action holomorphe sur M d’un groupe de Lie connexe induit l’action triviale sur la 
cohomologie de Dolbeault. 
Dans le cas particulier ou toutes les differentielles dI, dz etc . . . s’annulent (cas [S, 
p. 4443; [9, p. 442) od ce nest alors rien d’autre cf. [7] que le celebre theoreme de Deligne) 
cela n’est guere surprenant puisqu’alors la 6cohomologie est la graduation associte a une 
filtration G-stabilisee de la cohomologie de de Rham qui, elle, v&lie le theoreme 
d’homotopie. 
Contrastant avec la Proposition 1, on connait depuis longtemps (cf. varietes 
d’lwasawa complexes [S, lo] quotients de groupes semi-simples complexes par des 
sous-groupes arithmttiques cocompacts, etc.) des cas oi la representation de G 
dans H’(M, a&) est non triviale, voire mbme semi-simple. Par contre, ne semblent 
pas connus des exemples oh la G-action sur H’(M, 0,) soit non unipotente, 
voire m&me non triviale. Ainsi dans [S, 6, 171 donnet-on des exemples de G 
agissant sur M avec des differentielles de Frohlicher d, # 0, avec r arbitrairement 
grand, mais avec des G-actions induites sur Hq(M, Lo,) toujours triviales. Enfin dans 
[13], l’auteur montre un resultat d’unipotence de l’action induite dans un cas non 
kahlerien. 
On montre ici au contraire, que si G est un groupe de Lie semi-simple complexe 
et si qE N*, alors, pour toute representation holomorphe irreductible R de dimension 
finie de G, il existe une variete holomorphe compacte M sur laquelle G opere a gauche 
et qui realise R comme sous representation de la representation induite dans 
Hq(M, 19~) avec un sous-espace correspondant ER c Hq(M, 0,) qui soit primitif, 
i.e. non engendre par sommes et cup-produits d’elements de H’(M, O,), 
H’(M, Co,), . . . , Hq(M, 0,). Cette derniere hypothese empechant de considerer le resultat 
pour un entier q comme consequence immediate du resultat pour un entier q’ avec 
1 < q’ < q. 
Signalons aussi, pour finir, qu’alors mbme on recherchait des varietes holomorphes 
M pour lesquelles l’action induite du groupe connexe des automorphismes analytiques de 
M sur H1 (M, 0,) soit non triviale, et bien qu’on ne l’efit jamais observe, certaines varietes 
repertoriees (au moins dans le cas d’une action induite resoluble) possedaient deja cette 
propriete: Ainsi par exemple, l’exemple de @-dimension 3 signale a la fin de [14] avec la 
propriete d’etre homogene n’est-il en fait rien d’autre qu’une variete de Nakamura. (cf. 
Section 4.2 a ce sujet.) 
Je tiens enfin a remercier le Professeur Dolbeault qui m’a invite a exposer 
l’essentiel de ce qui suit dans le cadre de son seminaire, ainsi que mon collegue 
lillois D. TanrC pour les precieuses indications bibliographiques [17, 51 qui m’ont permis 
de mieux comprendre qu’il fallait, contrairement a ce que suggere la Proposition 1, 
vtritablement distinguer les proprietes de non annulation des differentielles de la suite 
spectrale de Frohlicher et celles de non trivialitt des actions induites sur la %cohomologie 
et par la m&me d’arriver plus vite dans la bonne voie. 
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~.COHOMOLOGIEDEDOLBEAULTDESFIBRATIONSHOLOMORPHES~QUIVARIANTES 
LOCALEMENTTRIVIALES 
Afin de rendre plus Claire la suite de l’expose, nous regroupons ici un certain nombre 
d’enoncts relativement generaux concernant les fibrations holomorphes propres localement 
triviales en leur donnant une forme particulibrement utilisable dans les paragraphes qui 
suivent. On peut, a l’occasion d’une premiere lecture, admettre les resultats de ce para- 
graphe pour lire directement ceux qui suivent. 
1.1. Images dire&es d&iv&es 
Soit p: M + B est une fibration holomorphiquement localement riviale a fibre type 
C-analytique compacte F. Dans tout ce qui suivra, on designera systematiquement par 
Mb la fibre compacte p- l(b) au dessus de b E B, qui est (non canoniquement) biholomorphe 
a F; de plus, si X est une variete C-analytique quelconque, Ox en designera le faisceau des 
germes de fonctions holomorphes. 
Dans ce contexte, il est facile de voir que sont verifikes toutes les hypotheses du 
[l, theoreme 4.12, p. 1511, pour conclure que Vq E N, la q”“’ image directe derivee 
Rqp,fiM du faisceau structural de M est localement libre sur OB, i.e. est un faisceau de 
germes de sections holomorphes a valeurs dans un fibre vectoriel holomorphe au 
dessus de B, dont la fibre geometrique au dessus de b E B s’identifie canoniquement 
A Hq(Mb, Oyb). 
Ceci dit, la relative simplicitt de notre situation, permet d’eviter d’utiliser des methodes 
aussi sophistiquees que celles de [ 11. On preferera donner, ici, une mithode plus descriptive, 
qui, outre qu’elle sera justement l’occasion d’une premiere application de la Proposition 1 
(iii), permettra d’une part, de n’utiliser que la formule de Kiinneth due a L. Kaup (cf. 
[ll, 12]), d’autre part, d’obtenir une formulation, plus utilisable par la suite, des Cnoncts en 
vue. 
Le thtoreme de L. Kaup est un resultat assez general. Nous ne l’utiliserons que dans un 
cas extr&mement simple ce qui permettra d’en donner une forme particulierement concrete 
et descriptive; la seule dont nous aurons besoin. 
Soient en effet U une variete de Stein, F une varitte C-analytique compacte t L + F un 
fibre vectoriel holomorphe; on peut definir l’image reciproque 2 de L par la deuxieme 
projection U x F + F. C’est clairement un fibre vectoriel holomorphe au dessus de U x F, et 
il existe, alors, un isomorphisme canonique H4(U x F, L”) 5 H’(U, 0”) &H4(F, L), que 
nous allons expliciter. Observons tout d’abord qu’en dbignant, si b E B, par Lb la restriction 
de L” a {b} x F 2, F, on a, par definition m&me d’une image rtciproque, une identification 
naturelle du fibre 2, au dessus de {b} x F avec L au dessus de F. 
Soient maintenant [w] E Hq(U x F, z) et b E U, par restriction a {b) x F, on definit 
done, par l’identification qui precede, [or,] E Hq(F, L). Le theortme de L. Kaup affirme 
exactement, dans ce cas particulier, qu’on definit ainsi une application b H [or,] holo- 
morphe de U dans Hq(F, L) et que, reciproquement oute application holomorphe de 
U -+ Hq(F, L) s’obtient par ce moyen. Dans toute la Section 1, nous n’aurons a considerer 
que le cas L = Or, auquel cas, bien stir, z = Ouxp. 
PROPOSITION 3. Soient J un groupe de Lie complexe agissant holomorphiquement d gau- 
che sur une variktd analytique compacte F, P + B, unjibre J-principal holomorphe d droite au 
dessus dune varikte @-analytique B, et M = P x., F, qui est kvidemment respace total dune 
F-jibration holomorphe p : M -+ B; alors, en dtsignant par y la representation induite de J duns 
Hq(F, Or), on a: 
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(i) Le fibre vectoriel complexe P x y Hq(F, Or) est naturellement holomorphe, et sa fibre 
vectorielle au dessus de b E B s’identifie canoniquement d H4(Mb; O,,). 
(ii) Le faisceau des germes de sections holomorphes de B a valeurs duns ceJibrt vectoriel 
complexe s’identijie canoniquement a l’image directe dtrivte Rqp,OM; en particulier cette 
image directe ddrivke est-elle un Os-module localement libre. 
Le mot canonique est Bvidemment tres important dans cet enonce. 
Demonstration: (i) On rappelle que, par definition, M = P x ., F (resp. P x y Hq(F, Or)) 
est le quotient de P x F (resp. P x Hq(F, Co,)) par la relation d’equivalence (pj-‘Jf) - (p, f) 
(resp. (pj- ‘, y(j)<‘) N (p, tq)), j E J. Ce deuxieme fibre est naturellement un fibre vectoriel 
holomorphe justement pour la raison que la representation i duite y de J dans Hq(F, Or) est 
holomorphe. On note P xJ f = pj- ’ x J jf E M (resp. pj- ’ x y y( j)tq = p x y 5’) la classe 
d’equivalence commune des deux elements qui precedent. La fibre Pb au dessus de b E B est 
une J-orbite a droite, aussi ecrirons nous: Pb x J F = {p x J f 1 p E Pb, f E F} = Mb, et aussi: 
Pb x y Hq(F, Or) = {p x y 5’ ) p E Pb, tq E Hq(F, Or)} = fibre vectorielle de P x Y Hq(F, Or) au 
dessus de b. 
On sait qu’une section holomorphe: cr : U + P determine une trivialisation holomorphe 
e&p-‘(U) 4 U x F, qu’on d&it par sa transformation reciproque: 0, ’ : (b, f) H a(b) x3 f. 
On observe, en designant par p2 : U x F + F la deuxieme projection, que l’bquivalence 
holomorphe: p2 0 8,, Ms :Mb 4 F ne depend en fait que de la valeur prise par r~ en b, aussi la 
designera t-on par f3a(b). Si Q’: U + P est une deuxieme section holomorphe, il existe 
j : U + J holomorphe, telle que: V b E U, a(b) = a’(b)j(b), ce qu’on kit plus brievement 
Q’ = oj- ‘. On voit immediatement que V b E B: 8 ,,,(*) = j(b)g,,,, (Action de J sur l’espace 
d’arrivee F); ce qui, en notation abregee no. 0, se r&kit: 8,j-1 = j&, (formule dite du 
changement de rep&e). 
Choisissons un ouvert U 3 b tel qu’existe une section holomorphe: Q: U + P. Pour 
tout b E B, et au moyen du “biholomorphisme” Oae,): Mb + F, on peut definir, 
si tz E Hq(Mb, cOMb), la quantitk Hail E Hq(F, Or). et done, aussi, 1’ Clement 
Yb(rt) = o(b) x, H*(g$#“, dans la fibre vectorielle Pb x,Hq(F, Or) au dessus de 
b E U. Par ce pro&de, on d&nit done, au moyen de 0, un C-isomorphisme: 
Hq(Mt,, Co,,) %Pp, x,Hq(F, Or). Or, en utilisant la notation no. 0: H*(g$la,,) = 
H*KjUW,~b~l-‘) = H*F?J&jW’) = H*UW’)H*C& = rU(WH*K&), ce wi 
montre facilement que l’isomorphisme: Hq(Mb, &,) % Pb x y Hq(F, Or) defini plus haut ne 
depend pas, en fait, du choix auxilliaire de 0. 
Avant m&me de montrer (ii), donnons ici une formulation plus globale de (i), utile dans 
ce qui suivra. A cette fin posons: Hb Osq = Hq(Mb, O&, et considerons, comme dans 
[ 10, Appendix 2, 1.5, p. 203-2041, od on le designe d’ailleurs par H’,“(F), l’ensemble 
H0*q = UbeB Ht.‘? On sait ibid. que c’est naturellement l’espace total dun fibrt vectoriel 
complexe %Tm au dessust de B, dont on designera par nq : HO.4 + B, la projection Cvidente. 
Or, en faisant la “somme disjointe” des isomorphismes canoniques Yr, qui precedent, on 
definit une bijection/identiJcation canonique Y : H0*q Z P x y Hq(F, Or) qui induit des iso- 
morphismes sur les fibres vectorielles, et par 11 m&me une structure naturelle de fib& 
t Et &me, avec pour hypothese restrictive la trivialitt de faction induite de la composante connexe du groupe 
structural sur la cohomologie de Dolbeault de la fibre, un fibre holomorpbe. Les rbsultats qui suivent consistant 
essentiellement u iliser la Proposition 1 (iii) pour pouvoir, facilement, se dispenser de cette bypothese t retrouver 
tltmentairement, dans une situation particulierement simple, un &once de type “Grauert-Remmert” adapt& a nos 
besoins. 
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vectoriel holomorphe sur H O*q Si on se rappelle que la donnee de 0 : U + P, comme . 
ci-dessus, d&nit une trivialisation holomorphe 0: du fibre vectoriel P x y Hq(F, 0,) au 
dessus de U toujours par la formule 0:@(b) x y 5”) = (b, 5”) E U x Hq(F, Co,), on voit qu’au 
dessus de U, la trivialisation, par definition holomorphe, e”, 2‘ 0ff 0 Y: 7~; ‘(U) 4 U x 
Hq(F, 0,) du fibrt HoVq est explicitemcnt donnte par la transformation: HtTq31i I% 
(b, H*(&&)?$. L’expression, qui nous sera utile de cette trivialisation, montrant de surcoit 
que la structure differentiable sous-jacente de Hosq est celle de [lo, Appendix 2, 1.5, 
pp. 203-2041. 
Demontrons maintenant (ii). Considtrons, sur B, et definis par leurs valeurs au dessus 
dun ouvert quelconque U c B, les deux prefaisceaux de @-espaces vectoriels suivants: 
(1”) Le prefaisceau: U H Hq( p- l(U), Co,), avec les morphismes de restriction Cvidents, 
et qui n’est pas, en general, un faisceau; Rqp,LOy en Ctant justement le faisceau associe. 
(2’““) Le prtfaisceau U H H”( U, HOvq), ou ici H”( U, HO*q) designe l’espace des sections 
holomorphes du fib& vectoriel holomorphe H o*q defini immediatement dans ce qui precede, 
et qui est, en fait, classiquement un faisceau. 
Nous allons maintenant definir un morphisme (de prefaisceaux) du premier vers le 
deuxieme. Soit en effet <“, E Hq(p- ‘(U), oM); pour tout b E U l’inclusion M,qp-i(U) 
permet, par restriction, de dtfinir &b)E‘&,, E Hq(Mb, oy,) = HzVq, i.e. done une section 
ci priori non necessairement holomorphe t> : U + H0*q. 11 est clair, deja, que la transforma- 
tion: vu : (‘, H f: commute aux morphismes de restrictions, ce qui montre, puisque les 
ouverts de Stein U pour lesquels il existe une section holomorphe rr: U + P, forment une 
base d’ouverts sur B, qu’il suffit de montrer l’holomorphie de pU avec ces hypotheses 
suppltmentaires ur U. Mais, dans ce cas, au moyen de la trivialisation (cf. plus haut) 
e,p(u) 5 U x F, on dtfinit une q-classe de Dolbeault H*(&‘)$ E Hq(U x F, OLlxF). 
Le theorbme de L. Kaup s’applique alors pour dire que, par restriction a chaque 
fibre {b} x F 2 F, cette q-classe d&nit une application holomorphe de U a valeurs dans 
l’espace vectoriel Hq(F, OF). Or, I’expression, donnee plus haut de la trivialisa- 
tion 8,:7r;‘(U) 3 U x Hq(F, O,), montre justement que cette application holomorphe 
U -+ Hq(F, 0,) est l’expression de la section pu a travers la trivialisation holomorphe 8,, 
ce qui montre bien d’une part, que g”u est holomorphe, mais aussi en transportant par 8, 
le theoreme de L. Kaup, que, pour de tels ouverts U, la transformation 
9” : Hq( p- l(U), 0,) + H”( U, HO,q) est, en fait, un isomorphisme. Or le faisceau associe au 
premier prefaisceau ttant par definition Rqp,OM, ce dernier isomorphisme, pour des ouverts 
qui forment une base de la topologie, montre que ce morphisme de prefaisceaux dtfinit un 
isomorphisme du faisceau Rqp,OM vers celui des germes de sections holomorphes a valeurs 
dans HoVq. 
Avec ces identifications, le morphisme vu, est celui qui fait naturellement correspondre 
a une section de prefaisceau au dessus de U une section a valeurs dans le faisceau 
“complete” de ce prefaisceau. 
1.2. Fibrations holomorphes bquivariantes 
Soient G un groupe de Lie complexe agissant holomorphiquement a gauche sur deux 
varittts C-analytiques B et B’, et u : B’ -+ I3 une fibration holomorphe localement riviale; on 
posera alors: Bb = u-‘(b). On dira de u qu’elle est une fibration holomorphe 
G-Cquivariante, ou, plus brievement, qu’elle est une jbration Giquioariante, si V b’ E B’, on 
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a: u(gb’) = gu(b’), auquel cas: gBb = BLb. On dira souvent aussi, alors, que la G-action sur 
B’ est projetable par u et que la G-action sur B en est l’action projetke. Observons tout de 
suite que, dans cette situation, si CT : U -P B’ est une section V” au dessus dun ouvert U c B, 
on peut en definir la translatee agauche y(g)a par g E G, qui est la section WR” definie sur gU 
par: gU3 b Y~ga(g-‘b) E B’. Elle est holomorphe en meme temps que 0. Par ce procedt 
G agit a gauche sur l’ensemble des sections globales CT : B + B’. Particularisons maintenant 
deux cas importants: 
(1”‘) B’ = P est l’espace total dune fibration holomorphe J-principale a droite 
u : P -+ B, telle que, V p E P, on ait: (gp)j = g(pj), g E G, j E J. On dira que P est un fibre 
holomorphe J-principal a droite G-tquivariant. Si V est une variete @-analytique sur 
laquelle J opbre holomorphiquement a gauche, la transformation (g’, u) H (gg’, V) passe 
alors au quotient pour definir par la formule: g(g’ xJu) = gg’ xJ u, une G-action holo- 
morphe sur l’espace P xJ V, qui devient alors l’espace total dune V-fibration holomorphe 
G’-Cquivariante. 
(2’,‘) u : E + B est la projection G-equivariante d’un fibre vectoriel holomorphe tel, de 
plus, que pour tout b E B et g E G, la transformationt Eb3 t6 H g. &, E EBb soit un 
@-isomorphisme. On dira alors que E est un fibre vectoriel holomorphe G-equivariant, ou, 
plus brikement, que E est G-Cquilineaire. Dans cette situation, l’opkrateur y de translation 
sur les sections peut se gentraliser en un operateur de translations a gauche sur les 
(0, r)-formes d valeurs dans E. Designons en effet par b’*‘(U, E) l’espace des (0, r)-formes 
definies sur l’ouvert U c B et a valeurs dans E. Soit +O*’ E b’v’(U, E). Alors 
y(g)+oV’ E b”*‘(gU, E) evaluee sur un r-uplet X1, . . . , X, de (0, 1)-vecteurs tangents en b E gU 
est Cgal, par definition, a la quantite (dans Egb) suivante: y(g)$‘*‘(X,, . . . ,X,) = 
g~rl/“*‘(g;‘xl, . . . , g; ‘X,). On a: 8y(g) = y(g)a, et done de man&e Cvidente, une fleche 
encore notte y(g) : H’( U, E) + H’(gU, E) pour la &cohomologie. On dtfinit done ainsi une 
reprbentation$ lineaire y de G dans la cohomologie de Dolbeault dite encore induite (par 
l’action donnte au depart sur E). 
Dans ce qui suivra, on ne considerera essentiellement que des fibrts vectoriels holo- 
morphes G-Cquivariants au moyen dune Ccriture: E = P xJ I/ ou V est un espace vectoriel 
sur lequel J agit au moyen dune representation lidaire holomorphe, et ou P est comme 
au (1”). 
Remarque A. On prendra garde qu’il est parfaitement possible de trouver sur un mtme 
fibre vectoriel holomorphe u : E + B deux structures distinctes de fibrb G-Cquilineaire pour 
une m&me action projette sur B. Ainsi, par exemple, si G agit sur la base B et sur un espace 
vectoriel V au moyen d’une representation lineaire holomorphe p, on peut definir, sur le 
fibre trivial B x I/ l’action: g. (b, u) = (gb, p( g)v). On observe Cvidemment qu’on a, pour la 
cohomologie de Dolbeault d’un tel fibre trivial, une identification canonique: 
Hq(B, B x V) z Hq(B, 0,) & V et qu’alors la representation induite sur le premier terme 
s’interprete comme le produit tensoriel de la representation induite sur Hq(B, 0,) par la 
representation p. 
t Afin, dans ce cas, de souligner le caractdre C-linkaire de ces translations g gauche qui envoient fibres vectorielles 
sur fibres vectorielles, on brira l’action avec un point: “. “. 
$ Bien que cela ne nous soit pas strictement indispensable pour la suite on peut montrer cf. [15], en gtnkrahsant la 
deuxikme identitb (4), que cette reprksentation i duite est holomorphe. 
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Quand p est la representation lineaire triviale, on dira, du fib& trivial qui precede, qu’il 
est muni de la G-action qui provient de la base ou aussi qu’il est ~iv~~e~nt G-~quiva~ant. 
Tel est, Blementairement, le cas de E = P xJ V comme plus haut, lorsque la representation 
holomorphe de J sur I/ est triviale. 
Supposons maintenant que J opere holomorphiquement a gauche sur une variete 
compacte connexe F, et soit P un fib& J-principal G-Cquivariant; Mdsf P x J F est alors une 
F-fibration G-equivariante; en particulier (notation no. 0), on a, V g E G une biholomo~hie 
g: Mb -+ Mgb, ce qui permet de definir, avec les notations de 1.1, un @-isomorphisme 
H*(g-l):H;.qdH;;q. Afin d’alleger les notations, et si <i E Hg+q, on notera g. tz son image 
dans Hii4 par cette transformation. Enonqons: 
PROPOSITION 4. Consid~rons P, J, G, F, p: h4 --, B, etc. code ci-dessus, alors: 
(i) Par la transformation: Ht*q 3 tz H g * ttf E H$‘, dkfinie ci-dessus, G agit a gauche sur 
H Osq, en rendant la projection 7tq Bquivariante. 
(ii) Via l’ident@cation canonique Y: H”vq % P x y Hq(F, 0,) don&e en 1.1 qui precede, 
cette action de G n’est rien d’autre que la G-action sur ce deuxiemefibrl don&e au bas du 2eme) 
ci-dessus. En particuiier, cette G-action sur H0,4 z R4p,BM, en fait-ease un fib& vectoriel 
ho~omorphe G-equivariant. 
(iii) L’action y (cf. debut du present 1.2) qui s’en dkduit, via l‘identification du Lemma 3(ii), 
SW respace des sections globules H”(B, Rqp*CoM) est telle que le morphisme de “prefaisceau 
a faisceau” ns : Hq(M, 0,) + H”(B, R4p,0,) est G-equivariant lorsque G agit sur le premier 
terme par faction induite de la section 0. 
La demonstration de (i) est immediate. Pour dimontrer (ii), considerons un ouvert U 3 b 
et 6: U + P holomorphe comme plus haut, et done aussi, si g E G, y(g)o : gU + P. Si 
mb E Mb, et g,@&tb) = f, i.e. encore si mb = a(b)x Jf, On VOit qUe: $mb = go(b)x Jf= 
[y(g)o](gb) xJf, ce qui montre que: 6 (y(&,rf@b)(gmb) = f = 8,&nb); i.e. avec la notation 
no. 0, la formule “de translation”: gbf&,l(,&) 0 g = &fb). Mais alors maintenant, si 
t;f E Hgeq = H4(Mb, @,,), on sait que par ~identification canonique, il lui correspond: 
Y({z) = a(b) x ,, H*(&&)<~. De meme, puisque [y(g)a] est dtfinie qu voisinage de gb, et que 
g’rlf~H~~~,ona:Y(g.Slt) = [y($)o](gb)x,H*(8- [&,I(&))($ * Ci) ce qui, par definition, vaut 
aussi: go(b) x y H*(%&al(eb) )H*(g-‘)[t. Mais alors, la contravariance de H*, combinke a la 
formule de “translation” donnke plus haut, montre que cette derniere quantite est aussi 
w(b) x~~~(~~~~)~~ = s*‘W;). 
Enfin, avec toutes les identifications qui precedent, (iii) devient immediat, car si 
r$: WM, Lo,), et que g E G, b E B, alow par definition: ~&W%)(gb) = (r(s)T&,, E 
H $ ; mais cette derniere quantite vaut exactement g*(&Ms) = $0 [rB#&)(b)] = 
~~($)~~(~~~l(gb). 
1.3. Action SW la suite spectrale de ‘2eray’” 
Soient p : M + B une fibration holomorphe localement triviale a fibre type connexe 
compacte F detinissable par un groupe structural J complexe agissant holomorphiquement 
a gauche sur F, i.e. encore qui s’krive: M = P x J F. 
Soit &a* le komplexe des (0, q)-formes sur M, et considerons la classique filtration 
dkcroissante sur ce &complexe definie par F’Qs’+S = les (0,r + s)-formes ur M telles que 
leurs produits inttrieurs avec (s + l)-vecteurs verticaux soient nuls. F’&a”S est aussi le 
Cm(M) sous-module ngendre par les formes p*(Y’*‘) A go*“, OOyS E Ss”, Y’,” E ,g”g,‘. 11 est 
immediat que: 8F’ c F’, ce qui permet, classiquement, d’associer a ces don&es une suite 
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spectrale. On commencera par observer que dans [lo], on definit sur le &complexe 
bigradue 8$* de routes les formes une filtration “L,” &stabilisee, en qu’en fait nous en 
considtrons un sous complexe avec la filtration induite. Cela permet, en utilisant les 
notations de [lo] de retrouver les for-mules qui suivent en faisant “p = 0” et “W = B x @” 
dans celles de [lo, pp. 209-2113. Tout d’abord dans [lo] on donne des expressions precises 
pour les termes E0 et El en signalant au debut du Section 3 p. 205 qu’elles n’exigent pas de 
faire l’hypothbse restrictive (cf. note en bas de page plus haut). Cela montre immediatement 
la premiere partie de l’bnonce qui suit: 
PROPOSITION 5. Soit p: M + B, comme duns tout ce gut ~r~~~de, alors la suite specrraZe 
associee la filtration F’ ci-dessus uerifie: 
(i) le 0”“” terme de cette suite spectrale est don& par E$” = Fr~03r+s/Fr+i803r+s, et 
s’identifie naturellement a l’espace des (0, r)-formest sur B d valeurs duns 1eJibrC Frechdtique 
des (0, s)-formes verticales. Auec cette ident~cat~on la 0”“” di~~rentielle do : E%” + ETjsi ’ 
s’identi~e a la di~~rentielle aerticale (ou le long desfibres) notee 3,. 
(ii) le terme E?” s’identije par un isomorphisme canonique: h: Ey” 5 &““(B, Hors), 
ri l’espace des (0, r)-formes de B a valeurs duns le fibri! vectoriel complexe H”vS, et la 
difirentielle d, : b’,‘(B, HOTS) + &‘*‘+‘(I?, Ho*“) s’identtjie a l’operateur 8. 
(iii) Le terme E;” s’ident~~e au reme groupe de cohomologie de ~o~beault H’(B, H”vS), i.e. 
encore au deuxieme terme de Ia suite spe~tra~e de Leray. 
Avant m&me de montrer la deuxibme partie de (ii), qui suffira pour montrer (iii), donnons 
quand meme quelques elements descriptifs des isomorphismes de (i) et (ii). Une classe 
Go E E:’ est, par definition, representee par une (0, r + s)-forme o E F’B’*‘+’ sur tout M. 
Soientm~M,b=p(m),etX~,... ,X, des (0, I)-vecteurs tangents en b. Si 8,, . . . , _fr sont des 
(0, I)-vecteurs en m qui se projettent respectivement par p* sur les r-precedents, on voit que 
l’hypothise faite sur o a pour conskquence, si 9,) . . . , ys, sont des (0, 1)-vecteurs verticaux 
en m, que la quantite o(Z1, . . . , T,, PI, . . . , rs) ne depend que des projetes des $, i.e. encore, 
qu’on a associk a X1, . . . , X, tangents en un point b quelquonque, une s-forme sur Mb. 
~isomorphisme de (i) s’obtient par factorisation de ce pro&de, l’~njectivit~ est immediate, la 
surjectivite pouvant, via I’utilisation de partition de l’unite sur B, &tre montree autrement 
que dans [lo]. Precisons aussi h; par definition un element &I E Ey” est toujours represent6 
par une (0, r + s)-forme u E F’bo3’+’ mais telle que de plus: &I E F’+lQo*‘+S+l. Or on 
montre [lo] que cette condition est equivalente $ dire que la (0, r)-forme ainsi dbfinie est 
a valeurs dans les formes verticales dont la restriction a chaque fibre est Bfermee. On d&nit 
alors h par factorisation et composition; si la surjectivitt: se montre & l’aide de partitions de 
l’uniti sur B, l’injectiviti exige par contre l’utilisation dun lemme de Kodaira-Spencer [10, 
p. 2071 qui utilise l’operateur de Green ‘“G$ et plus precisement la continuite pour les 
topologies Frkchet de l’operateur d’homotopie “G$*“. 
Montrons maintenant la deuxieme partie du (ii) de la Proposition 5, i.e. que la 
diff~rentielle dl : &‘,‘(B, HosS) + &oVr+*(B, Ho,“) n’est rien d’autre que 7?. A priori, on ne 
peut plus, ici, copier nos raisonnements ur ceux de [lo] puisque y est faite l’hypothese 
restrictive indiquee, dans le present texte, a la note en bas de page 5. De fait, pour que la 
question “dl = 6’ ait un sens, il faut que Ho*’ soit un fib& holomorphe. Or, en l’absence, 
t Avec une notion d’ind6finie ditrentiabilitt facile ii prhciser, car en fait, ces objets s’interpr&ent naturellement 
comme sections Cgm dans un fibri: vectoriel SW tout M. 
570 F. Lescure 
a l’epoque, soit dun rbsultat de type Grauert-Remmert, soit plus Clementairement d’un 
resultat de @-analycite de l’action induite du groupe structural sur W(F, OF), on ne pouvait 
l’affirmer, par exemple, qu’au moyen de l’hypothese restrictive. Mais d&s que l’on sait 
qu’il y a une structure holomorphe sur H”*S, (ce qui est notre cas) il est immediat que 
l’egalite d, = 3 est une propriete locale sur B. Cela montre, via une trivialisation 
e&l-i(U) 1 U x F comme dans les alineas qui precedent, qu’il suffit de la montrer pour 
une fibration holomorphe triviale, i.e. B groupe structural reduit a l’identite i.e. done, 
justement, avec l’hypothese restrictive de l’enonct de [lo, Lemme 6.1. p. 2111 qui I’affirme. 
La deuxieme partie de (iii) en resulte immtdiatement. 
On pourrait montrer (mais nous n’en aurons pas besoin) qu’a partir de son deuxieme 
terme, cette suite spectrale coincide avec celle de Leray. Cela justifiera qu’on l’appelle suite 
spectrale de “Leray”. 
Supposons maintenant que la fibration p : M + B soit G-tquivariante, et m&me que cette 
equivariance provienne d’une Ccriture: M = P x J F comme dans la section 1.2 qui precede. 
II est clair que l’action de G conserve la filtration F’. Enongons alors: 
PROPOSITION 6. A la jibration holomorphe Gdquivariante p: M + B sont naturellement 
associees des representations C-lineaires, de G dans les termes E7S, r 3 2, de la suite spectrale 
de “Leray” pour lesquelles: 
(i) Les difirentielles d, sont G-tquivariantes. 
(ii) En particulier, on a des sous-representations Im d, c Ker d, c E, dont le quotient est 
justement la representation naturellement induite sur E,+ 1. 
(iii) La G-representation sur le sous-quotient E, qui s’en deduit est justement celle obtenue 
naturellement, au moyen de la G-action induite de la section 0, sur la graduation associee ri une 
filtration de H*(M, 0,) conservee par la dite G-action induite. 
(iv) Pour ces representations, l’identijication: Ey” 4 6’*‘(B, H”vS) est G-equivariante 
lorsqu’ on considtre sur le deuxieme terme l’action don&e en la section 1.2Jin du (2’,‘). I1 en 
est de mt?me pour: E;” 9 Hq(B, HoSS). 
(i)-(iii) sont immediats. (iv) est une pure verification formelle: si u’*‘+~ E F’b’*‘+’ 
(avec &,O,r+S E Fr+l&‘&r+S+l ) represente un element de E>“, et si, X1, . . . ,X, sont des 
(0, l)-vecteurs tangents en b E B, un calcul immediat montre que la (0, s)-forme &ferrnCe sur 
Mb dtfinie par ces donnee est ‘image reciproque par g : Mb + MBb de la (0, s)-forme 
a-fermee sur MBb definie par la double donnee de y(g)w’,‘+’ E F’b’*‘+’ et de g*Xr, . . . , 
g*X, tangents en gb. Mais ccl a n’est rien d’autre, dans Hiis, que l’egalitk 
hCr(s)w o”+s1(9*& , . . . , g*X,) = g . h(o”*‘+“)(X,, . . . , X,) que nous recherchions. La deu- 
xi&me partie de (iv) en resulte immediatement. Observons, qu’avec ces identifications, la 
G-equivariance (Proposition 4 (iii)) du morphisme lateral de “prefaisceau A faisceau” 
qB: Hq(M, 0,) + H’(B, Wp,Lo,) devient un cas particulier de (iii), puisque c’est le morphis- 
me lateral. 
NB. I. Signalons cf. [2,3] que le groupe Aut(F) des automorphismes C-analytiques de 
la varittt compacte F est naturellement muni d’une structure de groupe de Lie complexe 
agissant holomorphiquement a gauche sur F. Cela pourrait permettre de montrer que 
l’hypothbe qui consiste a ecrire, comme plus haut, une F-fibration (resp. une F-fibration 
G-Cquivariante) holomorphe propre p : M -+ B sous la forme M = P x J F (resp. avec P prin- 
cipal G-equivariant) nest en fait nullement restric’tive pour montrer les resultats de la 
section 1.1 (resp. des sections 1.2 et 1.3). 
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2. VARIhTkS DE HOPF HOMOGkNES 
N.B. Dans tout ce qui suivra, on utilisera souvent, sans plus de prkcisions, les notations 
de la section 1. Les groupes d’homologie et de cohomologie singulitres seront toujours pris 
A coefficients dans @. On dksignera par bk(X) le k”“” nombre de Betti d’une variCtC X. 
2.1. Rappels 
Soient G un groupe de Lie complexe connexe semi-simple avec z,(G) = 0, B c G un 
sous-groupe de Borel, et enfin la varittk homogkne: Q = G/B; Classiquement c’est une 
variCtC projective dite rationnelle homogkne pour laquelle: xl(Q) = 0 et H’(Q, C) = 0. Enfin 
b,(Q) = 0 a pour constquence H’(Q, oop) = 0 puisque Q est Klhltrienne. 
Soit maintenant p : B + C* un caractkre de B; si V g E B, p(g) = 1 E @*, on 6crira p = 1, 
et Cvidemment p # 1 dans le cas contraire. La multiplication 5 gauche et A droite font de la 
projection: G -+ Q = G/B un fibrC B-principal A droite G-kquivariant; comme d’autre part 
p peut s’interprkter comme reprksentation linkaire de B dans @, cela permet de dbfinir (cf. 
Section 1) un fibrt en droites complexes noti indiffkemment: < d&f G x p @ ou G x B C. avec 
une action G-ttquilinkaire qui, en utilisant les notations de la section 1, est don&e par: 
s.(g’x,i)=(gg’)x,i,gEG,5E@. 
On dkfinit done la reprksentation lintaire holomorphe y de G sur H’(Q, <) par la 
formule: [y(g)a](go B) = g - a(g- ‘g,B), CT E H’(Q, {). Rappelons alors ici le thkorkme de 
Bott-Borel-Weil (cf. [4, Theorem V, p. 228 et Proposition 10.2, p. 2341): 
RAPPEL 7. Soient G, B, p, et c = G xs@, comme dans tout ce qui prkcdde, alors: 
(i) Si p # 1 et si H’(Q, c) # 0, la repr&entation y est une repr&entation linkaire irriduc- 
tible holomorphe (ou algibrique) de dimension jinie, et riciproquement, toute reprksentation 
irrkductible holomorphe de dimensionJinie de G s’obtient par ce moyen. 
(ii) Dans la situation de (i), on a: Hk(Q, c) = 0 dds que k > 1. 
2.2. Construction de V, 
G, B, R, p # 1, c, etc. ttant comme dans la section 2.1 on pose N = Ker p. Eltmentaire- 
ment, N n’a qu’un nombre fini de composantes connexes, ce qui permet, puisque zl(G) = 0, 
de voir que n,(G/N) est fini. Clairement p se quotiente en fi: B/N 3 @*. On en dtduit la 
fibration B/N( EC*) holomorphe principale A droite et G-tquivariante: 
O-+B/N+G/N-+Q+O. (5) 
Soit r z Z un sous-groupe discret de B/N et la courbe elliptique Er = (B/N)/T. En 
quotientant l’espace total de (5) par l’action principale g droite de r on obtient l’espace total 
V, = (G/N)/T d’une fibration holomorphe II,-principalet et naturellement G-Bquivariante: 
O-+E,+l’r/,Q~O (6) 
On dira de V, qu’elle est une variktt de Hopf G-homogLne, et on dtsigne par Ov, son 
faisceau structural. De plus, cette construction d&nit G/N comme espace total d’ une 
fibration r-principale G-kquivariante de base V,: 
O+l-+G/N $ I’,+0 (7) 
t La principalitt de (5) (resp. (6)) provient de la normalitit de N (resp. r) dam B (resp. dans B/N). 
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La tinitude de zr(G/N) montre que, par la suite exacte d’homotopie de (7), aI 
s’envoie surjectivement sur r s Z avec un noyau fini; en particulier b,(Vr) = 1. 
Dire que (6) est une fibration principale signifie que Er en est le groupe structural, en 
agissant sur les fibres par translations. Or Er Ctant connexe et Kahlehrien cf. Introduction, 
ses actions induites y sur H”(Er, O,,) = @ et H’(Er, C!lEr) = 6: sont triviales, et a lors 
l’identification donnee dans la Proposition 3 (i) entre Rkn,Ov, et V, xrHk(Er, 0,) au 
moyen de la ftbration principale (6), montre, en utilisant la Remarque A, que les fib& 
Rka@y, sont isomorphes a 0, pour k = 0 et k = 1, et nuls pour k > 2. et que l’action 
G-Bquilineaire du Section 1.2 Proposition 4, sur ces fib& provient de la base Q. 
NB.2. Observons que l’isomorphisme R’n,OV, x 0, n’est dtfini qu’a un facteur multi- 
plicatif non nul pres d&pendant du choix arbitraire d’une base de H’(E,-, 0,,) g @, mais 
qu’il est dans tous les cas G-equivariant. Dam tout ce qui suivra, on choisira une fois pour 
toutes une section globale “constante” pat-tout non nulle s du fibre R’n,t?& Le fait que 
l’action provienne de la base a pour consequence que V g E G, y(g)s = s. Ce choix determine 
Bvidemment celui de l’isomorphisme non canonique R1x*6$, x 0,. 
L’annulation classique ([4, Lemma 14.2, p. 244)) H’(Q, Op) = 0, i 2 1 permet alor& en 
utilisant la “vraie” suite spectrale de Leray, de voir que: H’(I/,, &,) = H’(Q, R’n,&$,) = 
C, mais aussi que: Hk(Vr-, OV,.) = 0 lorsque k >i 2. Rtsumons tout cela: 
2.3. Fiba% en droites complexes SW Vr 
Soit x : r -+ @ * un caractke multiplicatif. La fibration r-principale G-tquivariante (7) 
permet de definir, au-dessus de Vr le fibre en droites complexes: L(x) ds G/N xX @ avec la 
G-~quivarian~ lineaire qui resulte de cette ecriture, et qui, avec les notations de la section 1, 
s’explicite par la formule: 
s*(soNxyi) = ggoNx,i. (9) 
Dans tout ce qui suivra, on designera par: 
(1”) L,(x) la fibre vectorielle de L(x) au dessus de u E Vr, 
(2’,‘) par Er,* = A- ’ (4) c If, la fibret de (6) au-dessus de q E Q. Si q. dbigne la “classe 
neutre” de Q, on voit que la “fibre neutre” Er,410 s’identifie naturellement a (B/N)/T = Er. 
On observe que Er,qo est globalement stabilid pour l’action du sous-groupe B c G agissant 
sur V,, et que la B-action sur EF,Bo q ui en resulte se faetorise par la B/N-action naturelle sur 
E r.qo = (WNV~. 
(3”) Par L(q, x) la restriction de L(;y) a une fibre quelconque Er,4 de x. On observe en 
particulier, que par restriction (cf. (2’“‘)) qui precede immediatement) de l’action au sous- 
groupe B, L(q,, x) est un fibre vectoriel naturellement Bdquivariant. 
Commenqons par donner des indications plus precises sur les fib&s I&, x) du (3eme) 
ci-dessus. Si q = gqo, on voit, en utilisant la transitiviti de l’action de G sur Q, que par la 
translation (~q~lin~aire) a gauche par g, le fib& I&, x) au dessus Ef,q est isomorphe au 
fibre B-Cquilineaire L(q,, x) au dessus de la fibre “neutre” Er,eo = Er = (B/N)/T. I1 nous 
suffira done souvent de n’etudier que cette derniere restriction L(q,, 1). Observons, pour 
t En utilisant les notations de la section 1, on devrait plutbt la d&signer par V r,@, mais Er,r est ici plus “visualisant”. 
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cela, que Et- s’identifie A la base de la fibration B/N-Cquivariant I?-principale a droite: 
O-l--*B/N % Er + 0, obtenue par restriction de (7) a Er c V,, et qu’alors le fibre 
L(q,, x) nest evidemment rien d’autre, avec les notations de la section 1 que B/N xx @. avec 
(cf. section 1) la B/N et done aussi la B-BquilinCaritC qui resulte de cette Ccriture. 
Enfin B/N xx @ + Et-, definissable par des fonctions de transitions localement con- 
stantes est a classe de Chern nulle (dans H2(Er, 42)) i.e. topologiquement trivial, ou encore 
de degre zero; ce qui en vertu du thtoreme de Riemann-Roth a pour consequence l’tgalite 
des dimensions de ses 0’“” et 1”’ groupe de cohomologie. En particulier, chacun de ces 
groupes est non nul (et alors x C) si et seulement si L(q,, x) est holomorphiquement trivial. 
Soit < = G x p C, le fibrt en droites complexes au-dessus de Q defini plus haut. On 
rappelle que 6 est la factorisation de p par son noyau N et on enonce: 
PROPOSITION 8. Soient r c BIN, x : r + @* et L(x) au dews de Vr comme plus haut; 
alors: 
(i) Pour que lefibre holomorphe L(q, x) soit trivial au-dessus de chaquejbre Er,4, q E Q il 
est nkcessaire et sufisant qu’il existe n E Z tel que: x = jTyt-. 
(ii) Quand cette condition est realiske, L(x) s’identije de man&e canonique et 
Giquivariante avec l’image riciproque I?‘<~ du jib& r” = G x en @ au dessus de Q. 
Montrons d’abord que la condition donnte dans (i) est necessaire: Si L(q,, x) est trivial, 
il admet une section globale holomorphe Q partout non nulle sur Er et, si on considere son 
image reciproque par B/N % E,-, on associe a tout & E B/N un Clement non nul dans la fibre 
vectorielle de L(qO, I), au dessus du point u(6) E E,; et qui done s’ecrit d’une unique 
man&e: 6 x, cp(b) E Lutbj(~). On voit facilement que la fonction cp est holomorphe et de 
plus telle que: V 7 E r, on ait: cp(57) = x(7)-‘(p(6). 
Mais alors, en utilisant l’isomorphisme 6: B/N 3 @*, on peut exprimer la fonction 
cp par son dbveloppement de Laurent ~(6) = CT z a,j7(b)V. L’CgalitC &rite plus haut signifie 
alors que pour tout b E B/N, i.e. encore pour tout nombre complexe p(i) # 0, on a: 
+a, 
C a,p”(b)‘p(jj)’ = x(Y)-’ y aviT(B)V. 
-CO -00 
L’unicite d’un developpement de Laurent montre que cela exige que tous les coefficients 
a, soient nuls a l’exception d’un seul a”,,, v. = -n pour lequel ~(7) = p”(F). En prenant pour 
7 un gtnerateur de r, on parvient bien au rbultat. 
Pour montrer la suffisance dans (i), il suffit de montrer (ii) car le fibre rc*<” est 
tvidemment holomorphiquement trivial sur chaque fibre de rc. Supposons done: x = p”rr, 
n E Z. On rappelle que le fibre <” n’est rien d’autre aussi que G x,.@, cette Ccriture lui 
donnant la m&me G-Cquivariance que celle obtenue en “Clevant a la puissance (tensorielle) 
n” celle de {; on dbignera sa fibre au-dessus de q E Q par cl. Prtcisons tout de suite la 
structure G-Cquivariante de rr*{“: si u E V,, et u E (7c*r”), = c&,, et que g E G, alors la 
quantite g. u est par definition dans l’espace &(+ q ui n’est rien d’autre que (TC*~“)~~. Des
verifications montrent qu’on definit ainsi une G-action holomorphe sur cette image recip- 
roque. 
Soient maintenant 0 E Vr et r, E L,(x). z, admet Cvidement une Ccriture auxilliaire 
r, = gN xX( avec u(gN) = v. L’hypothbe faite plus haut, permet immediatement de voir 
que &f = 9 xp. i E T& = (n*T”), ne depend pas, en fait, de l’ecriture auxilliaire de z,. 
(Observer pour cela que si y E B est un representant de y” E r c B/N, alors, l’hypothtse faite, 
a pour consequence que: ~(7) = p”(y)). On verifie alors, que, r, H izn(“) d&nit une identifica- 
tion holomorphe L(x) = z*r”. Sa definition m&me en montrant la G-Cquivariance. 
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Remarque B. On prendra bien garde, que dans l’hypothese de la Proposition 8, le fibre 
trivial L(q,, x) qui est naturellement B-Cquivariant n’est pas trivialement B-Bquivariant. En 
effet la G-equivariance de l’identification L(x) = x*{” a pour consequence que L(q,, x) 
s’krit Er x <i, avec la B-action b .(u, u) = (bu, b-u) = (bu, P”(b)u), i.e. encore, qu’au sens 
de la remarque A, ce fibre B-equivariant est le fib& holomorphiquement trivial avec 
l’action definie par le caractbre p”. La B-action induite sur Hk(Er,4,,, L(q,, x)) x 
~k(J%h~ Gwl, ) C& & est done le produit tensoriel de l’action .triviale par celle que d&nit 
le caractere p”. 
Enfin de man&e plus generale on se souviendra que si q E Q, l’espace total du fibre 
L(q, x) s’identifie canoniquement a Er,4 x {l et, qu’en consequence, on a une identification 
canonique Hk(&,4, Uq, x)) = H’(J%,~, @E~,J 6% ri. 
Esquissons maintenant une etude des images directes derivees Rk~,L(x). Pour plus de 
briketet utilisons les rbsultats de [l, Theorem 4.12 du Chap. 33: rc est un morphisme lisse si 
bien que L(x) qui est localement libre sur OV, est plat sur Op; d’autre part les dimensions des 
groupes de cohomologie Hk(Er,q, L(q, x)) ne dependent videmment pas de q E Q, si bien 
que Rkn,L(x) est le faisceau des germes des sections holomorphes a valeurs dans un fib& 
vectoriel holomorphe dont la fibre geometrique au dessus de q E Q est Hk(Er,q, L(q, x)). 
Cela montre deja en toute generalitt: 
(i) Rkz*L(x) = 0, Vk > 2, 
mais aussi, en utilisant l’egalite dim,: H”(Er,4, L(q, x)) = dime H’(Er,4, L(q, x)) et la 
proposition 8, que: 
(ii) Si x # p;r, Vn E Z, alors R’lr,L(x) = R’TT*L(x) = 0. 
De plus, dans cette hypothese, l’annulation de toutes les images d&&es implique celles des 
deuxibmes termes E>” = H’(Q, R?c*L( x)) de la suite spectrale de Leray du faisceau L(x), ce 
qui permet #affirmer: 
(iii) Si x # bi’r, V n E Z, alors: Hk(Vr, L(x)) = 0, V k E N, i.e. L(x) est acyclique (meme 
en dimension zero) sur Vr. 
Rappelons que le recollement des espaces Hk(Er,4, L(q, 1)) en un fibre vectoriel holo- 
morphe est effectue de1 tel sorte que localement, i.e. au dessus d’ouverts de Stein assez 
“petits” U c Q, une section holomorphe 6” E H”(U, Rkz,L(x)) soit une application 
u 39 H C”(4) E Hk(&,4, L(q, x)) obtenue en faisant correspondre a tout q E Q la restric- 
tion a Er,4 dune m%me classe cru E H’(n- ‘(U), L(x)) (definition du faisceau associt a 
un prefaisceau). Si maintenant on translate par g E G la section ou pour obtenir 
y(g)ou E Hk(n-‘(gU), L(x)), on peut considerer la section holomorphe: $&u E 
H’(gU, Rkn,L(x)) definie par le pro&de de restriction decrit plus haut. Mais alors, un 
raisonnement en tous points comparable a celui effectue au tours de la demonstration de la 
Proposition 4, montre que ceci nest rien d’autre aussi que y(g)c?:v. En particulier le 
morphisme lateral de la suite spectrale de “Leray”: Hk(Vr, L(x)) + H”(Q, Rkx*L(x)) est 
G-equivariant. 
Rappelons maintenant que les classiques “formules de projections” (cf. [9, p. 2531, mais 
aussi [lo, p. 1091 pour une description “concrete” lorsque k = 0, et Cl, p. 105) pour une 
definition Cquivalente n cohomologie de Tech.) affirment, dans notre contexte, que: 
Rkn& 80, C” = R’Iz,Ic*<” = Rk~,L(x). (10) 
7 On pourrait 18 encore s’en passer en n’utilisant que le thiorbme de L. Kaup combint avec I’holomorphie cf. [15], 
de la B-action induite sur H’(Er, L(q,, ,y)). 
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Par le (i) de la Proposition 8 et tout ce qui precede, on sait que la fibre geometrique n q E Q 
du premier terme de cet isomorphisme st IYI~(E~,~, UEr,J & <i alors que celle du troisieme 
est III~(E~,~, L(q, x)). La definition mCme de l’isomorphisme (10) a partir d’un morphisme de 
prefaisceaux (cf. [ 1, Chap 3, section l] en cohomologie de Tech, mais ici aussi possible avec 
la cohomologie de Dolbeault) montre que l’isomorphisme sur ces fibres geometriques defini 
par (10) est exactement celui don& dans la remarque B. D’autre part on a defini plus haut 
une G-Cquivariance sur le troisieme terme de (lo), alors que par tensorisationt on en 
a Cvidemment une autre sur le premier. La question suivante se pose: L’isomorphisme (10) 
est il G-equivariant? Afin d’y repondre montrons: 
LEMME 9. Soient 5 et g deux fib&s holomorphes G-equivariants en droites complexes 
audessus de Q = G/B, et @ : < + q un isomorphisme dejibrds vectoriels holomorphes au-dessus 
de l’identite de Q, Alors @ est G-Cquivariant. 
Demonstration: Considtrons en effet le fibre en droites complexes Hom(& q) = {* @ q 
ainsi que l’espace H’(Q, Hom(& q)) de ses sections globales holomorphes. En utilisant la 
notation no. 0, on d&nit une G representation holomorphe dans cet espace de dimension 
finie par: 
Or 0 E H’(Q, Hom(& n)) dbfinissant un isomorphisme de fib&s est done une section 
holomorphe partout non nulle dans le fibre en droites complexes {* @ q qui est done 
holomorphiquement trivial, ce qui a pour consequence H’(Q, Hom(C, q)) = C. Le groupe 
G &ant semi-simple ses representations de dimension 1 sont triviales et, en particulier 
VgEG,@=g&g? 
la G-equivariance de (10) est alors application directe du Lemme 9 qui precede. puisque 
les termes de (10) sont nuls pour k > 2 et sont des fib& en droites pour k = 1,2. 
Enoncons alors maintenant: 
PROPOSITION 10. (i) Si x # #r, V n E H, on a: 
(i) Hk(Vr, L(x)) = 0, V k E N, i.e. L(x) est acyclique (mzme en dimension zero) sur Vr. 
(ii) Si n E N*, on a fZ’(Q, {“) = 0, r # 0. 
(iii) Par contre si x = byr pour n E Z, on a les isomorphismes dquivariants suivants: 
H’(F/,, L(x)) G H'(Q, R’z,L(x)) z H'(Q, (“) si, de plus, n E N*. 
Demonstration; (i) est deja montre. Pour (ii) on observe que c” est defini par le caracttre 
p” non nul et que l’elevation a la puissance n dune section holomorphe #O de t en est une 
section non nulle, ce qui permet d’utilisert le Rappel 7 (ii). L’isomorphisme de la premiere 
ligne de (iii) est evident (n a fibres connexes compactes) en utilisant la Proposition 8 (ii). 
Le premier isomorphisme de la deuxieme ligne de (iii) est le morphisme lateral de la 
suite spectrale de Leray qu’on on a vu plus haut etre G-equivariant. Comme par ailleurs, 
cf. (lo), Ron&~) = R’n,n*c” x {“, on a par le (ii) qui precede: H’(Q, R”n,L(~)) = 
H2(Q, R’x,,!,(x) = 0, ce qui assure que ce morphisme lateral est bien un isomorphisme. Si 
t On rappelle que R’n, Uvr est un fibrt trivial avec l’action qui provient de la base. 
$ On pourrait aussi utiliser la positivitk au sens de Nakano cf. [19], de {“@I Kz. 
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on considkre maintenant I’isomorphisme (10) pour k = 1, qu’on sait (cf. plus haut) Qtre 
G~~va~ant, on obtient un isomorphisme G-~quiva~ant entre espaces de sections 
globales: H*(Q, R’n,L(x)) = H*(Q, R1 n, BV,) & H*(Q, 4”). Mais ici, l’action sur 
W”(Q, R’n,&,) est triviale, et le choix d’une section globale G-invariants s # 0 dans cet 
espace dktermine le deuxikme G-isomorphisme de la deuxibme ligne de (iii). 
3. CONSTRUCTION DE VARItiT$S HOLOMORPHES 
3.1. La vari& M 
G, R, p, B, {, N, F c B/N, Vr, x, etc. dksigneront les memes objets qu’8 la section 1 avec 
les m@mes prop%%%. On choisira une fois pour toutes un gkkrateur f. de r. Evidemment 
IWO)1 z 1. 
Soient maintenant A un rkseau dans C2, i.e. un sous-groupe discret A z E4 dans C*, et le 
tore complexe compact A dti @‘/A. Soit aussi ib E SL(2, C) tel que: @(A) = A, & passe au 
quotient pour dbfinir un automorphisme aA de A qui conserve I’origine. On sait qu’il est 
possible (cf. [lS) dans le cas oi A est une vari6tk abkliennet avec de la “multiplication 
complexe” mais aussi [20] avec A sans fon~tions m~romorphes globales) que & soit 
diagonalisable sur @ avec des valeurs propres 1 et A- * telles que 1 ,I- 1 1 < 1 < j Al; hypothke 
que nous ferons dans tout ce qui suivra. 




de T. Si a.,.( = [cli*] - ‘) est ~automorphisme induit &%‘(T, Or), on observe que Cp, est 
diagonalisable. H’(T, 0,) est alors somme directe des sous-espaces propres, chacun de 
dimension q correspondant aux valeurs propres ;i et 1-l. H*(T, BT) &ant l’algibre ex- 
tbrieure de H’ (T, OT), on a done: 
LEMME 11. Soit 1 < & < q et Cp, ~automorp~isme i~~~~t SW He(T, Co,), alors: 
(i) a* est diagonalisable. Ses valeurs propres, kventuellement multiples, sont X-L’2k, 
O<k<e. 
(ii) Pour / = q, Ees valeurs propres iq et j-9 sont de multiplicity 1. 
Faisons maintenant agir r SW T par &(y”Y,) = W’, v E Z. Cette action g gauche $ de r sur 
T permet done au moyen de la fibration GQquivariante r-principale (7) de difinir (cf. 
Section 2.2 (1”) dont on utilise les notations) la fibration holomorphe G-Cquivariante (non 
principale) de fibre type T d’espace total M dZ! G/N x r T et de projection p : A4 -+ V,. On 
rappelle que si z E T, et g E G, la G-action est don&e par la formule: g(g,N xrr) 
=ggoNx,r. 
3.2. Un choix judicieux de IT c B/N 
Revenons ZI la vari&C M = G/N xr T dkfinie dans le section 3. de ce paragraphe. 
Dksignons par x le caractire r -+ @ * d&inie par x(fo) = 2. Le Lemme 11 permet, en 
utilisant la Proposition 3 (ii) et la Proposition 4 (ii), #affirmer: 
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LEMME 12. Soit G un entier, 0 < e < q, alors: 
(i) Lefibrk RCp,CoM est somme directe, compthe iventuellement avec multiplicitb, de_fibrb 
en droites complexes L(x-0, L(x-“‘~), . . . , L(fm2), L(f). Cette somme directe &ant de 
surcro~t G-~quivariante pour les G-actions ~q~i~in~a~res d+inies respectivement, sur les~br~s 
en droites complexes L(xj) = G/N x ,I@ au moyen de cette Ccriture, et sur l’image d&i&e 
Rdp,CoM h la Proposition 4 de la section 2. 
(ii) R4p,LoM = L(xq) @ L(xeq) $ @ avec 9 = $ mjL(X”), -q <j < q, 
Evidemment L(x’) = Ovr (d’espace geomttrique Vr x C) avec la G-action bquilinaire 
qui provient de la base cf. Remarque A, En pa~iculier les G-actions ur H’(Vr, L(x’)) et 
H’(Vr, L(x’)), tous deux =:@, sont triviales (ce qui r&Me d’ailleurs aussi de la semi- 
simplicite de G). 
Observons, alors que, dans toutes les constructions qui precedent (notamment pour la 
construction de Vr- et de M), il y a une “grandeur” que l’on peut faire varier et qui est la 
structure complexe de la courbe elliptique Er = (B/N~/r, qui ne depend, si PO est un 
generateur de r, que de la classe modulo E, de (1/2ai) Log fi(%). Afin d’avoir des propriettts 
adequates pour les fib& Q’) du lemme 12 on va prendre v. E B/N tel que fi(fo) = ,@ 
comme generateur de r. Cette condition signifie clairement que p”,r = x4; avec un tel choix 
on a: 
LEMME 13. Avec l7 e~e~dr~ par p’-l(x*) = To les images dire&es d~riv~es R6p,@, de la 
jibration M L V, d$nie duns la section 3.1, et les termes E ‘;‘” de la suite spectrale, cJ section 
2, de “Leray” du faisceau OM pour p : M + V, vhifient: 
(if Pour 0 < k < q, on a la somme directe G-t+quivariante: 
oti .F est acyclique (m&me en dimension z&o) et $ est, lorsque G est pair, unfibrk trivial de 
rang (“f)” avec la G-action qui provient de la base. Si e est impair $ = 0. 
(ii) En particulier si 0 6 G < q on a: HL(V,, Rcp,6& = 0 si k 2 2 et Ees G-actions 
induites sur Ef$’ = H*( Vr, R’p, OnA) et E:,’ = Hi (If,, RCp, ORI) sont ~ivia~es. 
(iii) Par contre si e = q, on a une d&omposition G4quivariante: Rqp,Bjci = 
x*{ @ n*g-’ $9 avec: 
(a) La G-reprhentation sur H”(Vr, n*g) est la reprhentation irrkductible R 
(b) Ho{& z*t-‘) = 0 
(E) G agit triv~ale~~t sur H*( V,, 9) 
DBmonstration (i) Le choix de PO montre, qu’avec l’hypothbe faite, les caracteres 
x-C&(+2 )...) x-c-2, x c ne sont pas restriction (6’ < q) ii r dune puissance non nulle de p”, si 
bien qu’alors (i) resulte n utilisant le (i) du Lemme 12, de la Proposition 10 (i); le reste de 
l’bnonck &ant de l’analyse combinatoire Clementaire, la G-equivariance n’etant rien d’autre 
que le Lemme 12. 
(ii) 11 risulte de (i) l’isomorphisme Cquivariant: Hk(V,, R’p&JM)) x Hk(Vr, s); si bien 
que la trivialite de % montre que la premiere partie de l’enonce resulte de la deuxieme 
6galitC dans (8), et la fin de l’enond de la trivialite de la G-action induite sur la cohomologie 
de Oy, puisque $ est G-equivariant avec I” action qui provient de la base. 
(iii) La premiere partie de l’enonck msulte de l’egalite x4 = Pir combinke au lemme 12 
(ii), puisqu’alors (Proposition 8(ii)) on a le G-isomorphisme L( xq) = x*C. Le (a} qui suit est 
la Proposition 10 (ii) et le reste est immbdiat. 
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On en deduit: 
LEMME 14. Si I > 2, la G-action SW E:.q-*+’ est triviale. 
Demonstration. On a vu (cf. (ii) du Lemme 13) que si EY-‘+ ’ = H’( V,, Rq-‘+ ‘p* 0,) 
Ctait non nul, l’action induite de G sur ce deuxieme terme etait triviale; en particulier G agit 
encore trivialement sur ces quotients de sous-objets que sont les termes E:,q-‘+l. 
Considirons maintenant le morphisme lateral: qV: Hq(M, 0,) + H’(Vr, Rqp,OM) = 
Ei*q et rappelons que Zmr,y = E%” et montrons: 
LEMME 1.5. L’espace H ‘(Vr, n*Q c E$** des sections gia~ales du s~us~isceau 
n*< c~R~p,@~ est enfait in&s dans Im nv. 
Demonstration. L’emboitement E!7q 13 a+* I) I!@, = E2q, Ez;qI = Ker d, montre qu’il 
suffit, par recurrence sur r >, 2 de montrer que Ho@‘,, ILLS) c EFSq. Supposons done 
cette inclusion vraie; il faut montrer: d,[H”(V,, n*<)] = 0 dans E:,q-r+l_ Mais comme 
la G-action sur H’(V,, n*C) est la representation irr~ductible R, que la G-action sur 
E;*q-‘+’ est triviale (Lemme 14) et que d, est G-Cquivariant, c’est necessairement vrai. 
C.Q.F.D. 
Montrons aussi: 
LEMME 16. Si G < q, la G-action sur HC(M, 8,) est unipotente et done tr~v~a~e (G-semi- 
simple). 
Demonstration. On a vu en effet que la G-action sur H’(Vr, Rsp,Onr) = E>” etait 
triviale quand s < 4 done a fortiori quand r + s = 4’ c q. G agit done trivialement sur Ey, 
r + s = 8 done de maniere unipotente sur He(M, 6,). 
Ces demonstrations achew%, appelons sous-espace d’imprimitivitb de Nq(M, 0,) 
le sous-espace C-vectoriel de Wq(M, 0,) engendre par les cup-produits (Xiv pq-i, 
C(i E H’(M, Onr), fiq-i E Hq-‘(M, @MM), 1 < i < 4 - 1, et appelons primitifun sous-espace de 
H@(M, OM) qui ne rencontre le sous-espace d’imprimitivid qu’en zero. Alors: 
PROPOSITION 17. Soit M = G/N x r T comme plus haut avec lr engendre par TO E G/N tel 
que j@o) = Aq, alors: 
(i) Le groupe semi-simpk G agit holomorphi~uement a gauche sur la varikte compacte M. 
(ii) La representation i~~ducti~~e R est sous-representation de la G-representation i~uite 
dans Hq(M, 0,). 
(iii) Cette sous representation irreductible R est duns un sowespace primitij de 
Wq(M, 0,). 
Demonstration. (i) resulte de tout ce qui precede. Le fait que I’image Imnv de la fleche 
G-equivariante qV : W(M, ona) -+ H”( V,, R4p, OM) contienne R comme sous-reprksenta- 
tion montre (ii) puisque G semi-simple. Enfin (iii) resulte de la trivialite de la G-action sur le 
sous-espace d’imprimitivitt (Lemme 16). 
La proposition &non&e dans l’introduction et qui etait le but que nous nous &ions 
assigne est done a fortiori demontrke. 
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4. APPENDUM 
4.1. Phbombe d’instabilitt3 
En choisissant V t E @, ft E B/N, tel que p”(Y;) = jq + t et, en designant, par l-‘, c B/N le 
sous-groupe ngendrt par Ftt, on voit, quand t assez petit, que E, = (B/N)/T, est toujours une 
courbe elliptique et qu’en appelant @,, la l-,-action sur le tore compact T de la section 
precedente definie par la condition: &(Tt) = @ on peut dtfinir la variete: 
M,=GJNx,T 
M, est clairement un T-fib& au-dessus de Vr,dZ! (G/N)/T,. 
(11) 
Avec E > 0 assez petit, il est clair, si 0 < 1 t1 < E, que M, est une deformation de MO (= M 
ci dessus) holomorphe en t, et que la G-action sur M se deforme holomorphiquement par 
rapport a t, en une G-action holomorphe sur M, au moyen de l’tcriture (11) et que de plus 
on a: 
dime Hq(M,, OM,) < dima: Hq(M, LoDI). 
Or, de facon imagte, la partie de cette cohomologie qui disparait contient justement le 
sous-espace qui correspondait a la sous-representation R (En fait la G-action induite sur 
Hq(M,, OM,) est triviale). On peut done dire, dune certaine man&e, au moins pour la classe 
d’exemples donnee ici, que les varietes compactes avec G-actions holomorphes induisant sur 
W(M, 8,) une action non resoluble, ou mtme seulement non triviales, sont “furtives”, i.e. 
rares dans leurs espaces de “deformation avec G-action” ce qui expliquerait peut &tre qu’on 
en ai jamais vu apparaitre spontanement jusqu’ici. Ce phenomene st il une coincidence? 
Afin de prtciser la question posee introduisons la definition suivante: 
DL?$nition. Soit M une vat-i&C analytique complexe compacte et G un groupe de Lie 
complexe agissant holomorphiquement sur M. On appellera deformation de M avec 
G-action la don&e d’une submersion propre n: 4 + 9 d’espaces analytiques connexes, 
dun point b0 E W et dune G-action holomorphe sur JZ telle que: 
(i) La G-action sur Jtt stabilise globalement chaque fibre de X, i.e. cette G-action est 
projetable par rc en l’action triviale. 
(ii) avec sa G-action, M est isomorphe a rrn-‘(bo) avec la G-action obtenue par restric- 
tion a r-1 (b,) de celle don&e sur JZ. 
Si b # b. on dira que n-‘(b) = Mb, a vet la G-action holomorphe obtenue par restric- 
tion est une deformation de Mb0 avec G-action. 
On pose alors la question suivante: 
Question. Existe-t-i1 une variete analytique complexe M avec une G-action holomorphe 
induisant une action non triviale (resp. non resoluble) sur Hq(M, OM) (resp. admettant la 
representation irreductible R non triviale comme sous-representation) et telle que, pour 
toute deformation avec G-action rc: A + 93 comme dans la definition qui precede, alors 
pour b assez proche de b,, la G-action induite sur Hq(Mb, 8,,) est non triviale (resp. non 
resoluble, resp. admet R comme sous representation)? 
4.2. Complkments 
Soit A = @‘/A et Q E SL(2, C) avec une valeur propre A telle que 111 > 1 et tel aussi que 
@(A) = A comme au debut de la section 3.1. Ces don&es definissent un automorphisme (DA 
de A. 
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Soit maintenant p E @ *, j/31 # 1, dkfinissons la variCtt W, comme le quotient @ * x A par 
la relation ([, z) N (/Q’, OA(~)). On a alors une fibration holomorphe: 0 + A + W, “-, E, + 0. 
ou E, dCsigne la courbe elliptique E, = C*/(p). On peut alors faire pour /? deux choix 
judicieux: 
( ler) On choisit /? = A. Ce choix assure que le faisceau R’ n* Lowp admet des sections 
globales, ce qui permet, via le morphisme latt?ral: H’(W,, O,,) + H”(EB, R’R*O,+$ de 
trouver sur W, une classe de cohomologie de Dolbeault non invariante par l’action induite 
de la composante connexe de Aut( W,), qu_i est le plus souvent alors isomorphe A @*. Une 
petite variation de b autour de la valeur 1 dtforme la structure analytique avec @*-action 
(cf. en adaptant l’argument de la section 4.1 qui p&&de) en rendant riviale la @*-action sur 
la cohomologie de Dolbeault. 
(2’““) On choisit /? = A. En dCsignant par TWIE le fibrt tangent vertical pour la fibration 
71; ce choix assure que H”(WB, TWIE) = HO(E,, R”~*TWIE) est suffisamment grand pour 
garantir I’homogCnW de W,: On obtient ainsi des objets gkomktriques, d’une certaine 
maniBre conjuguts de ceux dtfinis au (1”) ci dessus: Ce sont certaines des varittCs de 
Nakamura (cf. [16,20]) qui observe, dans un contexte beaucoup plus g&&al, et en utilisant 
des thCortmes d’existence de dkformation de la structure @-analytique dus A Kuranischi, 
que cette homogCnC?itC se perd par dtformation. Evidemment dans ce cas particulier cette 
propriCtC d’instabilitk se voit plus tlkmentairement par un argument en quelque sorte 
“conjugu&” de celui don& au (1”‘). Dans le cas ou 1 est rkel (ce qui est le cas de la variCtC 
donnk A la fin de [14]), on obtient des variCt&s qui sont en mtme temps de l’espkce donnbe 
dans (1”) et (2’,‘). 
Observons, en retour, qu’en “conjugant” toutes les constructions qui p&z&dent, on 
pourrait rkaliser toute representation irrkductible R d’on groupe de Lie semi-simple G par 
exemple comme sous representation induite dans H’(M, Q’) pour une G-action holo- 
morphe sur A4 compacte, alors que dans les exemples connus (cf. [lo]) R ne peut &tre que la 
representation adjointe. 
11 semble aussi possible que certaines variktb de Otte-Potters (cf. [20]) puissent avoir 
une action “connexe” non triviale sur le premier groupe de cohomologie de Dolbeault. 11 
serait intkressant dans cette hypothbe de tester si la propri& d’instabilitk tnoncCe en a) est 
encore vraie. 
Signalons pour finir que dans [ 151, on donne des rCsultats de reprbentabilitC de classes 
de Dolbeault G-semi-invariantes par des courants %ferm(ts G-semi-invariants, alors m&me 
que la reprbsentabilitC par des formes G-semi-invariantes est souvent impossible. 
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